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VALEURS PROPRES. VECTEURS P
DIAGONALISATION

Sauf au paragraphe 1.1, les espaces vectoriels considérés dans ce chapitre sont de

VALEURS PROPRES - VYECTEURS PROPRES

Soit u un endomorphisme du K-espace vectoriel £. Un scalaire 4 est appelé valeur pr
nul, de E tel que u(x) = Ax.

L'ensemble (éventuellement vide) des valeurs propres de u est appelé speetre de u.
Un vecteur x de E est appelé vecteur propre de u s'il existe une valeur propre 4 telle
L’ensemble des vecteurs propres relatifs a une méme valeur propre i est un sous-espace
associé a A.

Remarques.

a) Un vecteur propre non nul est associé a4 une valeur propre unique. Le vecteur nu
les valeurs propres. :

b) L'endomorphisme u posséde la valeur propre 0 si, et seulement si, # n’est pas in
Exemple. — Soit E le R-espace vectoriel des applications indéfiniment dérivables

de £ qui & toute application associe 'application dérivée. Le spectre de u est R tout
associés sont les applications x — pe™, ol ye R.

1.2 POLYNOMES CARACTERISTIQUES

1.2.1 Théoréme.

Le scalaire 4 est valeur propre de I'endomorphisme u si, et seulement si, dét (u — 7

En effet, 4 est valeur propre si, et seulement si, v — 4 Id; n’est pas injectif,

1.2.2 Polyndéme caractéristique d’une matrice.

Soit 4 une matrice carrée d’ordre n & coefficients dans le corps K. La matrice 4 — X1,
des fractions rationnelles & une indéterminée, 4 coefficients dans K. Son déterminan
caractéristique de A et noté P,(X). Les racines de P ,(X) dans K sont appelées valeu
On montre que P,(X) est un polynéme de degré n dont on peut préciser certains

PX)=(=1DX"+ (= )" Y(TrA) X" 14 - ¢
On note Tr A la trace de A, c’est-a-dire, la somme des termes diagonaux de A.

® Théoréme. — Deux matrices semblables A et A' ont méme polynéme caractéristig
En effet, si A" = P~' AP, nous avons A’ — XI, = P~ ' AP — P~ (XI)P = P~

1.2.3 Polynéme caractéristique d’un endomorphisme.

Il résulte de 1.2.2 que toutes les matrices associées 4 un méme endomorphisme u o
On I'appelle polynéme caractéristique de u ct on le note P,(X). 1l résulte de 1.2.1 que |
nes, dans K, de P[(X).

1.2.4 Remarques.

a) Un endomorphisme d’espace de dimension # (ou une matrice carrée d’ordre 1) a

b) Lorsque K est algébriquement clos, en particulier pour K = C, tout endomorpl
toute matrice carrée d’ordre ) a, au moins une valeur propre. Le nombre de ces v
tenu de leurs ordres de multiplicité comme racines du polyndme caractéristique.




