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CHAPITRE 1
ARITHMETIQUE
1. Entiers naturels
2. Divisibilité dans Z
3. Pged, Ppem
4. Unique décomposition
5. Congruences
Introduction

Certains entiers naturels peuvent se décomposer en produit de facteurs,
ainsi 6 = 2x 3, 1728 = 26 x 33, d’autres au contraire sont indécomposables,
on dit qu’ils sont premiers. On peut en commencer la liste

2, 3,5 7, 13, 17, 19, 23, 29, 31,...

(on convient que 1 n'est pas premier).

Les notions de divisibilité d’entiers, nombres premiers, Pged, Ppcm,
décomposition en produit de facteurs premiers, etc. , remontent 3 I’ Antiquité
et les principaux résultats d’arithmétique que nous énongons ici se trouvent
dans les Elément d’Euclide.

A la différence des Grecs qui ne connaissaient que les nombres positifs,
fious avons avantage & considérer I'ensemble Z des entiers relatifs (c’est a
dire positifs, négatifs ou nuls). Les démonstrations s’
notamment par la considération des idéaux de Z.

La notion de congruence, introduite par Gauss dans les Disquisitiones
Arithmeticae en 1801, est en fait également trés ancienne et les résultats
que nous exposons ici, comme la preuve par 9 ou divers critéres de divisi-
bilité étaient connus de mathématiciens arabes tels qu’Al Khawarizmi ou Al

en trouvent simplifiées,

. Kharkhi. Enfin, la considération de I'ensemble quotient Z/nZ, plus moderne

mais de définition par ailleurs tras
début de cet ouvrage, un exermple
éléments.

simple, nous permet de donner, dés le
concret de groupe et d’anneau ayant n

L’arithmétique connut une renaissance au XVI[®™e siécle, notamment
avec Fermat, dont nous exposons ici le “Petit théoréme” :

Soit p un nombre premier. ‘Alors P divise nP — n pour tout entier n.
Fermat énongait ce résultat sans démonstration dans une lettre en 1640,
Euler fut le premier & en donner une preuve, un siécle plus tard (et la
démonstration que nous exposons ici fut publiée par Dirichlet en 1828).
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